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6. PROPIEDADES ONDULATORIASDE LA MATERIA

El postulado de Broglie

El desarrollo de la Mecanica Cuantica comenzé con una idea muy simple pero revolucionaria
que fue expuesta en 1924 por Louis-Victor de Broglie en su Tesis Doctoral. Inspirado por el
comportamiento dual onda-corpusculo de la radiacion, de Broglie especul6 sobre la posibi-
lidad que también la materia tuviera un comportamiento dual, esto es que las entidades fisicas
que consideramos como particulas (electrones, atomos, bolas de billar, etc.) pudieran en
determinadas circunstancias manifestar propiedades ondulatorias.

Hemos visto que la naturaleza corpuscular de la radiacion electromagnética se pone en evi-
dencia cuando se estudia su interaccion con la materia (emisioén y absorcion, efecto fotoeléc-
trico, efecto Compton, creacion y aniquilacion de pares, etc.). Por otra parte, su naturaleza
ondulatoria se manifiesta por la forma con que se propaga, dando lugar a los fendmenos de
interferencia y difraccion. Esta situacion se puede describir diciendo que la radiacién elec-
tromagnética es una onda que al interactuar con la materia manifiesta un comportamiento
corpuscular. Con igual derecho podemos también decir que consta de particulas (los fotones)
cuyo movimiento estd determinado por las propiedades de propagacion de ciertas ondas que
les estan asociadas. En realidad ambos puntos de vista son aceptables. Pensando en términos
de la segunda alternativa y razonando por analogia, de Broglie exploro6 la idea que el mo-
vimiento de una particula esta gobernado por la propagacion de ciertas ondas piloto asociadas
con ella. Ciertamente, es muy sugestivo el hecho que la constante de Planck juegue un rol
crucial, tanto para el comportamiento de los electrones del atomo (como lo muestra clara-
mente el éxito de la teoria de Bohr) como para la interaccion de la radiacién con la materia.
En el caso de la radiacion, 4 esta vinculado con los aspectos corpusculares de la misma. No es
absurdo entonces especular sobre la posibilidad que en el caso de una particula como el elec-
tron, & esté relacionado con alguna clase de comportamiento ondulatorio.

Cuando de Broglie publico su trabajo aun no se habian observado comportamientos ondula-
torios asociados con el movimiento de una particula, aunque el tema habia sido investigado en
varias ocasiones. Pero esta falta de evidencia no es excluyente, pues si en esas ocasiones la
longitud de onda de las ondas piloto hubiese sido muy corta no hubiera sido posible observar
los aspectos ondulatorios. Esta situacion se da también en la Optica, donde para observar in-
terferencia o difraccion es preciso que las diferencias de caminos Opticos sean del orden de la
longitud de onda de la luz empleada. Cuando esto no ocurre, la propagacion de la luz se puede
describir adecuadamente mediante la 6ptica geométrica, que es en esencia una teoria corpus-
cular.

Para determinar la longitud de onda de las ondas piloto, de Broglie procedi6 por analogia a lo
que se hace con la radiacion electromagnética, considerada como un conjunto de fotones. De
acuerdo con la ecuacion de Einstein, la frecuencia de un foton de energia E es

v=E/h (6.1)

La longitud de onda se calcula mediante la relacion usual

A=vilv (6.2)
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donde Vs es la velocidad de fase de la onda. Para el caso del foton, V¢ = ¢ de modo que

A=clv=hc/E (6.3

Recordando que la cantidad de movimiento del foton es p = E/c, tenemos que

A=hlp (6.4)

En consecuencia, por analogia con las ecs. (6.1) y (6.4), se puede formular el

Postulado de Broglie:
La longitud de onda y la frecuencia de la onda piloto asociada a una particula de im-
pulso p y energia relativistica total £ estan dadas por

A=hlp , v=E/h (6.5)

y el movimiento de la particula esta regido por la propagacion de las ondas piloto.

La longitud de onda de la onda piloto se llama longitud de onda de Broglie de la particula.

Algunas propiedades de las ondas piloto

En la descripcion del movimiento de la particula por medio de la onda piloto estd implicita la
hipdtesis que la posicion de la particula estd determinada por la onda, en el sentido que la
probabilidad de encontrar la particula en un dado lugar esta relacionada con la amplitud de la
onda en ese lugar. Si bien aiin no conocemos la ecuacion que rige la propagacion de la onda
piloto, podemos hacer algunas afirmaciones sobre su comportamiento, basadas en las propie-
dades generales de las ondas. Para simplificar trataremos una sola dimension espacial, pues la
generalizacion a tres dimensiones es obvia. En primer lugar, para que se puedan presentar in-
terferencia y difraccion, las ondas piloto deben cumplir el principio de superposicion. Por lo
tanto podemos construir paquetes de onda de la forma:

+00
W(xt)= [AK)e 7 kx-ngk (6.6)

—00

que es una superposicion de ondas planas del tipo'

lIIk’ — ei(k’x—a)’t) (67)

con una distribucion espectral dada por la funcion real A(K') y fases ¢(k'), donde

k'5%=% , w’=a)(k’)=2m/’=% (6.8)

"El lector no se debe sentir incomodo porque ¥(x,7) y W, sean complejas. Es mas sencillo para el calculo usar
exponenciales imaginarias en lugar de senos o cosenos y de Ultimas, si se desea, se puede siempre tomar la parte

real de Y(x,f) y ¥;. Ademas, veremos en el Capitulo 7 que las ondas asociadas con las particulas son complejas.
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Como E'=m'c?y p'=mV (donde m' = My /[1+ (V' /¢)?]Y2, my es la masa en reposo de la
particula y V' su velocidad), cada onda monocromatica (6.7) se propaga con la velocidad de
fase

Vi=—=—=— (69)

La (6.9) muestra que V¢ no coincide con la velocidad de la particula y es mayor que ¢, pero
éste no es un inconveniente, pues el movimiento de una particula localizada esta descripto por
el grupo (6.6) y no por las ondas monocromaticas (6.7), que no estan localizadas sino que se
A extienden a todo el espacio. Es impor-

tante observar que V; depende de £, lo
que implica que hay dispersion y por
lo tanto el grupo de ondas se distor-

v siona y se ensancha a medida que se

propaga. En esto las ondas piloto difie-

A\//\ T ren de las ondas electromagnéticas en
\/ \/ X el vacio, para las cuales la velocidad

de fase ¢ no depende de &, y por lo
tanto un paquete de ondas se propaga
sin cambio de forma.

Supongamos que la distribucion es-
pectral A(K’) tiene su maximo en
Fig. 6.1. Paquete de ondas. k' =k y difiere de cero sélo para K’
proximo a k. En tal caso, las inicas contribuciones significativas en la superposicion (6.6)
provienen de los valores de k' proximos a k. El paquete tendra la forma representada (cuali-
tativamente) en la Fig. 6.1 y estard localizado en el lugar donde las diferentes ondas planas
con k' =k + K" (donde k" << k) que lo componen estan en fase. Calculamos entonces la fase,

conservando términos lineales en K" y despreciado las potencias superiores; resulta:

k'x = (Kt = p(K') = (K + K")X = (K + K")t = po(K + K")

dw (6.10)

[ AN
=kx—a)(k)t—<p(k)+Lx—Wt—(?—s) k
k

La posicion del paquete esta dada por el valor de x para el cual se anula el coeficiente de k"
en la (6.10), esto es:

Jw dp acp)
§ (ak’)k +(ak’)k gt % (ak' ‘ (61D

La (6.11) muestra que el paquete se desplaza con la velocidad de grupo, dada por

Jw JE
V= — = — 612
9 ( 07k,) Kk P ( )
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Ahora bien, de E? = ¢?p? + mgc? resulta

E_2P (6.13)
o E

y puesto que E =mc?y p=mv, donde v es la velocidad de la particula, obtenemos que

g=V (6.14)
esto es, el grupo se desplaza con la velocidad de la particula, como debe ser para que la des-
cripcion del movimiento dada por la onda piloto sea consistente. Notar que de (6.9) y (6.14)

se obtiene que Vgv¢ = ¢

El experimento de Davisson y Germer

Claramente, los aspectos ondulatorios del movimiento de una particula s6lo se manifiestan si
la longitud de onda de Broglie (6.5) es del orden de magnitud de alguna dimension caracte-
ristica del experimento y dada la pequefez de 4, esto no es facil de conseguir. Por ejemplo,
una particula de polvo cuya masa es de 10" gy que se desplaza con una velocidad de 1 cm/s
tiene una longitud de onda de Broglie del orden de 107> cm, que es despreciable en compara-
cion con el tamafo de cualquier sistema fisico (recordemos que el ntcleo atomico tiene un
radio del orden de 10™'* cm). Por consiguiente no se puede verificar el postulado de Broglie
estudiando el movimiento de particulas macroscopicas.

Consideremos ahora un electron de 10 eV de energia, que es del orden de magnitud de la
energia cinética del electrén en un atomo de hidrégeno. En este caso resulta

A =39x10"8 cm (6.15)

que si bien es pequeiia, es del orden del tamafio de un 4&tomo y por lo tanto de la distancia in-
teratomica en un cristal. Esto sugiere que cuando un haz de electrones se refleja sobre un
cristal, o lo atraviesa, se pueda observar la difraccion de la onda piloto.

Los primeros en observar este efecto fueron Clinton Davisson y Lester Germer, en 1927. En
su experimento hicieron incidir un haz de electrones de 54 eV (cuya longitud de onda de
Broglie es de 1.67 A) sobre la superficie de un cristal de niquel (distancia interatdmica
d=215A), y midieron la cantidad N(8) de electrones dispersados a distintos angulos 6.
Encontraron que N(8) tiene un pico para 6 = 50° (ver Fig. 6.2). Este resultado prueba cuali-
tativamente el postulado de Broglie. En efecto, el pico sélo se puede explicar como el efecto
de la interferencia constructiva de las ondas dispersadas por los &tomos regularmente espacia-
dos sobre la superficie del cristal. Se debe observar que se trata de la interferencia de las on-
das asociadas a un unico electron, y que provienen de varias partes del cristal. Esto se puede
demostrar empleando un haz de intensidad tan pequefia que en todo instante un unico electron
esta viajando en el aparato; en este caso se observa que la distribucion angular de los
electrones dispersados no cambia.

Los resultados de Davisson y Germer también confirman cuantitativamente el postulado de
Broglie. Recordemos la conocida férmula de la red de difraccion (ley de Bragg):
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6. Propiedades ondulatorias de la materia

dsené = nA (6.16)

Si suponemos que el pico a 50° corresponde a difraccion del primer orden (n=1) la (6.16)
nos da A =1.65A, que dentro de la precisién del experimento concuerda con el valor de la
longitud de onda calculada mediante la (6.5). Para voltajes de aceleracion mayores se puede
observar también un segundo pico (correspondiente a n = 2).

N(6)

(a) (b)
Fig. 6.2. Difraccion de electrones: (a) esquema geométrico, (b) resultados.

En 1928 George P. Thomson (hijo de J. J. Thomson) observo la difraccion de electrones en la
transmision a través de cristales. Poco después, Immanuel Estermann, Otto Frisch y Otto
Stern encontraron efectos de difraccion al dispersar atomos de He en la superficie de un cris-
tal de LiF. Desde entonces se observaron muchos otros ejemplos de estos efectos, y la validez
del postulado de Broglie quedo6 confirmada mas alla de toda duda.

Vamos a ver ahora que las propiedades ondulatorias del electron permiten identificar las ra-
zones fisicas detras de los hasta entonces misteriosos postulados de la teoria de Bohr y
Sommerfeld (Capitulo 5).

Interpretacion de la regla de cuantificacion de Bohr

La longitud de onda de Broglie de un electron cuya energia cinética es del orden de la energia
cinética del electron en el 4&tomo de hidrogeno, es del mismo orden de magnitud que el
tamafo del &tomo. Por ese motivo es sensato esperar que las propiedades de las ondas piloto
sean de fundamental importancia para el movimiento del electron dentro del 4&tomo. Por otra
parte hay una importante diferencia entre el movimiento de una particula libre que hemos
considerado hasta ahora y el movimiento del electron en un estado ligado. En el caso de una
particula libre la onda piloto es una onda viajera. En el caso de un electron que recorre repe-
tidamente una orbita, cabe esperar que la onda asociada sea estacionaria.

En 1924 de Broglie mostr6 que las propiedades de las ondas estacionarias permiten interpretar
la regla de cuantificacion de Bohr del momento angular

L=mw=pr=nh/2r , n=123... (6.17)
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En efecto, si sustituimos en esta ecuacion la expresion del impulso p=h/A, obtenemos

27 = NA (6.18)

es decir: la circunferencia de las orbitas permitidas contiene un numero entero de longitudes
de onda de Broglie. Este es el significado de la condicion de cuantificacion de Bohr.

Si pensamos que el electron recorre reiteradamente su oOrbita, la (6.18) es precisamente la
condicion necesaria para que la onda piloto asociada al movimiento del electrén se combine
coherentemente consigo misma en sucesivos recorridos, de manera que se forme una onda
estacionara. Si se violara esa condicidn, al cabo de cierto numero de vueltas, la onda piloto
interferiria destructivamente consigo misma y su intensidad total se anularia. Puesto que la
intensidad de la onda piloto se relaciona con la probabilidad de encontrar la particula, esto
implica que el electron no se puede encontrar en una orbita que no cumpla la (6.18).

Mas en general, en el caso de una particula que efectia un movimiento periddico se puede de-
mostrar lo mismo. Por consiguiente llegamos a la

Interpretacion de Broglie de las reglas de cuantificacion de la Teoria Cuantica Anti-
gua:

el requerimiento que la onda piloto asociada sea estacionaria equivale a pedir que el
movimiento de la particula cumpla las condiciones de cuantificacion de Wilson-

Sommerfeld.

Corresponde subrayar la enorme importancia conceptual de la interpretacion de Broglie, que
por fin aclara el origen fisico de las reglas de cuantificacion que hasta entonces era misterioso.
Veremos mas adelante que las propiedades de las ondas estacionarias tienen una importancia
fundamental en la teoria de Schrodinger. Se mostrara que todo estado de energia definida del
electron estd descripto por una onda estacionaria, y de resultas de ello todas las caracteristicas
observables de esos estados son independientes del tiempo, entre ellas la distribucion de la
carga eléctrica. Ese es el motivo porqué un electron no emite ondas electromagnéticas cuando
se encuentra en uno de los estados permitidos del atomo.

El principio de incerteza

La descripcion del movimiento en términos de la onda piloto trae como consecuencia inevita-
ble que no existe ningin estado de una particula en el cual se puedan conocer con exactitud y
simultdneamente su posicion y su cantidad de movimiento. Esto es una consecuencia de pro-
piedades generales de las ondas de cualquier naturaleza (y por lo tanto también de las ondas
piloto), y del hecho que, de acuerdo con la interpretacion de Broglie, la particula esta locali-
zada donde la onda piloto tiene una amplitud no nula.

Para simplificar consideremos el movimiento de una particula libre en una dimension espacial
x (la generalizacion a tres dimensiones es trivial). Supongamos que conocemos con exactitud
la cantidad de movimiento p, de la particula; la relacion (6.4) nos dice entonces que la lon-
gitud de onda de la onda piloto debe ser exactamente A, =h/ p,. La onda piloto es pues una
onda monocromatica que se extiende desde X = - a X = +%, del tipo

p= Adx-e) K =27 /A =p B, w=2av=Elh (6.19)
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Luego una particula cuyo impulso se conoce con exactitud puede tener cualquier posicion.
La onda piloto que describe una particula localizada en el entorno de algun x no puede ser
monocromatica sino que debe ser un paquete del tipo (6.6) (Fig. 6.1), esto es

400
Y= fA(k;)e—W(k’x)ei(kkx-w’ﬂdk; (6.20)

—00

En un instante dado, por ejemplo t = 0, tendremos (recordando las (6.10) y (6.11)) que

+00 +0
W(x,0) = fA(k)’()e‘if/’(kUei"'dek)’( = etilkax=g(ky)] fA(kX+k)’(’)eik”(X‘X0)dk)’(’ (6.21)

Las ondas monocromaticas se superponen en fase en X = Xy y por lo tanto ¥(x,0) es méaxima
alli. Para X = Xg, las diferentes ondas con K; = K, + K; tienen desfasajes dados por K, (X — Xg)
y habra interferencia destructiva cuando |ky(X — Xp)| = 7. Si el ancho de la distribucion es-
pectral del paquete es AK, (esto es, si A(ky +k;) difiere apreciablemente de cero so6lo si
|k [<Aky), su extension espacial AX es entonces (aproximadamente) AX=2mw/Ak,, y en
consecuencia, recordando que p, = 7iK,, resulta

AXAp, = h (6.22)

Este argumento muestra que hay una relacion entre la incerteza de la posicion de la particula
(dada por la extension AX del paquete) y la incerteza de su impulso (dada por el ancho
AK, = Ap, / 1 de la distribucion espectral del mismo).

Se debe notar que la relacion (6.22) es aproximada, porque no dimos aun una definicion pre-
cisade AXy Ap,. Esta definicién depende de la relacion entre ¥ y la probabilidad de encon-
trar la particula en un determinado lugar, que aun no hemos especificado. Veremos en el pro-
ximo Capitulo que dicha probabilidad es proporcional a |lI/|2. Por lo tanto es natural definir
AX como la desviacion standard desde la media, calculada con una distribucion de proba-
bilidad proporcional a [#/|°. De modo andlogo, Ap, se puede definir en términos de |A?.

La herramienta matematica apropiada para manejar expresiones del tipo (6.20) es la transfor-
macion (o integral) de Fourier. La transformada de Fourier de la funcion f(r) se indica con
F(s) y esta definida por

+00

F(s) = % [F(nersr (6.23)

La transformacién de Fourier se puede invertir por medio de la integral de inversion

+00

[ F(s)e'"Sds (6.24)

£(r) =

w’f 2

y se dice que F(S) es la antitransformada de Fourier de f(r). Las transformadas de Fourier
figuran en tablas (ver por ejemplo Gradshteyn y Ryzhik, Tables of Integrals, Series and Pro-
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ducts, Academic Press, 1980) o se calculan numéricamente. De interés para nosotros son la
transformada de Fourier de una constante, que es proporcional a la funcion delta de Dirac:

fry=1 , F(s)=2n)Y25(5) (6.25)
y la transformada de Fourier de una Gaussiana, que es también una Gaussiana:
f(N=e"122"  F(s)=ae @2 (6.26)

De la (6.25) vemos que el paquete de ondas que describe una particula perfectamente locali-
zada en X =0, es decir, tal que ¥(X) « §(X) se obtiene como una superposicion del tipo
(6.20) con A(ky) = cte., es decir, una superposicion de todos los posibles valores de Ky, y por
lo tanto de p,. Por consiguiente, si una particula esta exactamente localizada en una posi-
cion, su cantidad de movimiento es completamente indeterminada.

El caso de una particula cuya cantidad de movimiento se conoce con exactitud pero su posi-
cion esta completamente indeterminada, y el de una particula cuya posicidén se conoce con
exactitud pero su cantidad de movimiento estd completamente indeterminada son casos ex-
tremos. En general se conoce la cantidad de movimiento con una incerteza Ap, y la posicién
con una incerteza AX. En ese caso, las propiedades de la integral de Fourier permiten encon-
trar la relacion entre AX y Ap,. Por ejemplo, supongamos tener un paquete Gaussiano de an-
cho Ak, esto es

AK,) o g (K 24k)? (6.27)

Entonces la (6.26) muestra que en t = 0, ¥(X) es una Gaussiana de ancho AX:

W(x) o g (X/2807 (6.28)

donde los anchos Ak, y Ak, de las respectivas distribuciones de probabilidad (proporcionales
a WPy |A?) cumplen

AxAk, =1/2 (6.29)

y recordando que ky = p, /7, obtenemos que en t = O un paquete Gaussiano cumple’
AXApy =12 (6.30)
La teoria de la transformacion de Fourier permite demostrar que en general los anchos de

f(r) y de su transformada F(s), definidos como las desviaciones standard desde las medias
(calculadas en términos de |f|* y |F|?), cumplen la relacion

ArAs=1/2 (6.31)

? Se puede mostrar que para tiempos diferentes del inicial, el ancho Ax es mayor.
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donde el signo = se cumple s6lo cuando f(r) y su transformada F(S) son Gaussianas. En ge-
neral la relacion entre las incertezas de la posicion y el impulso de una particula es entonces:

AXAp, = 112 (6.32)

Generalizando lo anterior a tres dimensiones, llegamos al:

Principio de incerteza de Heisenberg:
six, , z son las coordenadas de una particulay p,, py, p, son los respectivos impulsos
conjugados, se cumple que
AXApy = 1l 2
AyApy = 1/ 2 (6.33)
AzAp, = 1l 2

en el caso de coordenadas angulares, entre cada coordenada 6y el correspondiente mo-
mento angular L, se cumple la relacion de incerteza

ABALy = 1/ 2 (6.34)

Observemos que el principio de incerteza no establece restricciones sobre productos del tipo
AXApy, AxAy, Ap,Apy, etc.

La (6.32) establece solamente un /imite inferior al producto AXAp, . Es perfectamente posible
tener situaciones en que AXAp, >> 7i; esto ocurre cuando nuestras mediciones de la posicion
y el impulso no alcanzan la méxima precision posible, compatible con el principio de incer-
teza. Puesto que 7 es muy pequeio, es muy dificil que en una medicion en escala macrosco-
pica AXAp, sea comparable con 7, y por ese motivo el principio de incerteza es irrelevante
en los experimentos de la Mecanica Clasica. Sin embargo, sus consecuencias son muy impor-
tantes cuando se consideran las distancias y los impulsos de los sistemas atomicos y nuclea-
res. Como prueba de ello vamos a mostrar que el tamario del atomo esta determinado por el
principio de incerteza.

Consideremos, para simplificar, un atomo de hidrégeno. Podemos expresar la energia del
electron como la suma de la energia cinética p?/ 2m, mas la energia potencial —€%/r:

E- P € (6.35)

La incerteza de la posicion del electron es Ar =T, y por consiguiente la incerteza de su im-
pulso es Ap =7/ Ar, por lo tanto p? = (Ap)? = 1 /(Ar)?. Sustituyendo en (6.35) obtenemos

h? e?

== 2my(ar)?2  Ar (639

El estado de menor energia se obtiene requiriendo que
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lo que nos da

es decir I = a,. Por lo tanto:

6. Propiedades ondulatorias de la materia

€ ___1 (7 _g)_g (6.37)
dar  (Ar)?{ mar
72
Ar = @ =qg (638)

El radio de Bohr, que nos da el tamafo del &tomo de hidrogeno, se obtiene pidiendo que
la energia del atomo tenga el minimo valor compatible con el principio de incerteza.

Interpretacion fisica de Heisenberg del principio de incerteza

En nuestra presentacion, el principio de incerteza surge como una consecuencia matematica

de la hipotesis de Broglie, que asocia a cada particula una onda piloto que describe su movi-

miento. Pero debemos recordar que cuando Werner Heisenberg introdujo en 1927 el principio
de incerteza, sus argumentos no se basaron en la hipotesis de Broglie, sino en las propiedades

corpusculares de la radiacion electromagnética y sus consecuencias sobre el proceso de medi-

cion. De esta forma, Heisenberg puso de manifiesto que existe un limite natural insuperable a
la precision con la que se pueden medir simultdneamente la posicion y el impulso de una

particula, debido a que la medicion de una de estas cantidades inevitablemente perturba a la

observador

AN

>

\/

hv X

particula

Fig. 6.3. Microscopio de
Heisenberg.

particula de modo tal que deja incierto el valor de la otra can-
tidad. Este es el origen fisico del principio de incerteza.

La naturaleza de los argumentos de Heisenberg se entiende si
examinamos un “experimento de pizarrén” ideado por Bohr en
1928. Consideremos el dispositivo de la Fig. 6.3. Con el mi-
croscopio se desea determinar la posicidén instantanea de la
particula, que podemos ver por medio de los fotones que dis-
persa cuando se la ilumina. El poder de resolucion del micros-
copio es A/sena (A es la longitud de onda y a es el semian-
gulo subtendido por el objetivo del microscopio), por lo tanto la
indeterminacion de la medida es

Ax= 2 (6.39)
sena

Supongamos que basta ver un foton para llevar a cabo la me-
dida. Claramente, el microscopio capta el foton cuando éste es
dispersado en un angulo comprendido entre —a y +a. Luego la
incerteza de la componente x del impulso del foton después de
la dispersion es

2hsen
(AP )torgn = 2psenc: = === (6.40)
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pues Proten = N/ A. Ahora bien, como la componente x del impulso del fotoén se puede conocer
exactamente antes de la dispersion (no hace falta conocer la coordenada x del cuanto), la con-
servacion de la cantidad de movimiento implica que la particula adquiere un impulso cuya
magnitud es incierta en una cantidad igual a la incerteza del impulso del foton, es decir

2hsena
Apy = (APy)toton = o (6.41)
Por lo tanto, en el instante de la medicion tenemos que
AxAp, =2h > h (6.42)

Si se usa luz de longitud de onda mas corta, la medida de la posicion es mas precisa, pero al
mismo tiempo aumenta la incerteza del impulso de la particula.

Esta discusion muestra que el principio de incerteza es consecuencia de la cuantificacion de la
radiacion electromagnética, y se origina porque para observar la particula es preciso dispersar
por lo menos un fotén. En otras palabras, es imposible observar la particula por medio de una
iluminacion que le imparta un impulso arbitrariamente pequeno. Debido a la cuantificacion, el
foton es el intermediario indispensable entre la particula y el instrumento de medida, y per-
turba la particula de una manera incontrolable e impredecible. Por lo tanto es imposible, des-
pués de la medida, conocer con exactitud la posicion y la cantidad de movimiento de la parti-
cula. Las relaciones de incerteza (6.32) y (6.33) expresan que la constante de Planck es la me-
dida de la magnitud minima de esa perturbacion incontrolable”.

La relacion de incerteza entre la energia y el tiempo

Consideremos un grupo de ondas del tipo

+00
Y= fA(k)’()e‘i‘p(ki)ei("ix“‘"t)dk)’( . o' =w(k) (6.43)

—00

cuya longitud es AX. El tiempo que necesita el grupo para recorrer la distancia AX es

A= X A (6.44)
Vg Vg

donde Vv, es la componente x de la velocidad de la particula. Por lo tanto At es la incerteza
con la cual se conoce el instante en el cual el grupo pasa por un determinado lugar. Pero
igualmente, podemos interpretar que At es el intervalo de tiempo durante en cual un observa-
dor ubicado en una posicion fija x puede llevar a cabo mediciones sobre la particula.

Por otra parte el grupo es una superposicion de ondas de diferentes Ky, por lo tanto de dife-
rentes frecuencias, y por ende de diferentes energias E' = 7w’ = iw(Ky ). De la relacion

> En el libro de Heisenberg The Physical Principles of Quantum Mechanics (Dover, 1930) el lector puede
encontrar una extensa discusion del principio de incerteza y de numerosos ‘experimentos de pizarrén” que

ilustran su origen fisico.
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Jdo  JE
—=—=(V = V. 645
Ky Ipy (Vg = x (645

resulta que la incerteza en p, implica una incerteza en la energia de la particula, dada por
AE = v, Ap, (6.46)
Tomando el producto de (6.44) por (6.46) y usando la relacion de incerteza AXAp, = #i/2

obtenemos entonces una relacion entre el tiempo At durante el cual se observa la particula y
la incerteza AE de su energia:

AtAE = 1/2 (6.47)

La interpretacion de Heisenberg de la relacion de incerteza (6.47) es mas amplia y se enuncia
de la manera siguiente:

Relacion de incerteza entre la energia y el tiempo:
una medida de la energia de un sistema efectuada durante el tiempo At tiene una incer-

teza AE,y se cumple que AtAE =71/ 2.

Veremos mas adelante ejemplos de situaciones donde se aplica esta relacion de incerteza.

La dispersion de un paquete de ondas
Consideremos un paquete de ondas que describe una particula libre, de la forma (6.6):

+00

W(xt)= [AK)EE-Ddk (6.48)

y sea Ak, es el ancho de la distribucion espectral A(K'). En la (6.48) pusimos ¢(k') =0 de
modo que el grupo esta localizado en X = 0 cuando t =0.
En t =0 la (6.48) se reduce a

W(x,0) = € [AK")eN k" (6.49)

donde k' =k +k". Para estudiar la evolucion temporal del paquete desarrollamos el expo-
nente imaginario de la (6.48) en potencias de K", pero a diferencia de lo que hicimos antes
(ec. (6.10)) vamos a conservar los términos cuadraticos. Tenemos entonces:

2
KX = (Kt = (K + K")X = (K + k")t = kx — o (K)t + (x _ 07_‘;%) K" - %%tk”z
J J (6.50)

— kX = o (Kt + (X = V)K" — ' tk"2
2m

donde para escribir el ltimo renglon usamos que dw/dk =Vy =V = p/m=rnk/m, y por lo
tanto que 92w/ Jk? = i/ m. Sustituyendo (6.50) en (6.48) obtenemos
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(x-vt)k”-itk”2

P(x,t) = ok J A(k’)el[ 2m” k" (6.51)

Comparando la (6.51) con la (6.49) vemos que si ignordramos el término cuadratico en kK" de
la exponencial en el integrando de la (6.51), se tendria que W(x,t) = ey (x - \t,0), esto

es, el grupo se moveria sin cambiar de forma (la fase gk}t

es irrelevante). Es precisamente
el término 7tk”?/2m el que da lugar a la dispersion del grupo, al introducir un desfasaje cre-
ciente con el tiempo entre las diferentes ondas monocromaticas que lo componen. La condi-
cion de interferencia destructiva es ahora

‘Ak/ o - %mk\ . (6.52)

\ /

donde hemos escrito dx; = X — vt para indicar el apartamiento desde el centro del grupo. De la
(6.52) resulta que el ancho del grupo es entonces

Axg = 20% ~ 2 4 iak (6.53)
Ak m
que podemos escribir en la forma
AX z£+@t = AXy + AVt (6.54)
Ap m

La (6.54) muestra que el ancho del paquete crece linealmente con el tiempo desde su valor
minimo AXy = h/Ap para t = 0, dado por el principio de incerteza.

Este resultado es coherente con lo que se obtiene clasicamente. En efecto, en la Mecanica
Clasica, si en t =0 determinamos la posicion de una particula con una incerteza AXy y su
velocidad con una incerteza Av (debido a las limitaciones de los instrumentos de medida),
después de transcurrir un tiempo ¢ la incerteza de la posicion es precisamente la que resulta de
la ec. (6.54). En este sentido, la férmula (6.54) no nos dice nada nuevo. La novedad es que
ahora, a diferencia de lo que ocurre en la Mecanica Clésica, AXy y AV no son independientes
pues estan relacionados por el principio de incerteza AXpAV=~h/m. De resultas de eso la
(6.54) se puede escribir

h
AX = A t 6.55
X = Mo+ (6.55)

De la (6.55) vemos que cuanto menor es la incerteza AXg, tanto mas rapidamente crece AX;.

El principio de complementaridad

El principio de incerteza permite resolver las aparentes paradojas que se originan en la duali-
dad onda-corpusculo de la radiacion y la materia. Si se intenta determinar si la radiacion es
una onda o un corpusculo, resulta que todo experimento que fuerza a radiacion a exhibir su
caracter ondulatorio, al mismo tiempo suprime las manifestaciones de su caracter corpuscular,
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y viceversa. Es decir, en una misma situacion experimental no se pueden observar a la vez los
aspectos ondulatorio y corpuscular. Lo mismo ocurre con la materia. De resultas de ello las
evidencias obtenidas bajo distintas condiciones experimentales no se pueden captar en una
unica imagen, sino que son complementarias, en el sentido que solo la totalidad de los feno-
menos agota la posible informacion sobre el objeto del estudio. Esto es consecuencia de que a
nivel atdmico es imposible separar netamente el comportamiento de los objetos (fotones,
electrones, etc.) de la interaccion con el instrumento de medida, que define las condiciones
bajo las cuales aparece el fenomeno. Esta es la esencia del principio de complementaridad de
Bohr: los conceptos de onda y particula no se contradicen sino que se complementan.
Consideremos, por ejemplo, el experimento de Young de
fuente %’é interferencia de luz por dos rendijas (o en forma equiva-
lente, la interferencia de electrones) cuyo esquema se da
en la Fig. 6.4. La distancia entre las rendijas es d.
Del punto de vista ondulatorio, la onda original se divide
en dos ondas coherentes al pasar por las rendijas, y la su-
perposicion de ambas produce las caracteristicas franjas
de interferencia en la pantalla.
Supongamos ahora que reemplazamos la pantalla por un
mosaico de minusculos fotocatodos, de manera que mi-

d .
<« 5 rendijas ) i ) ..,
diendo la corriente producida por la emision del corres-

pondiente fotoelectron podemos determinar en qué lugar
de la pantalla ha llegado cada foton. Igualmente, la distri-
bucion de los fotoelectrones sigue el mismo patrén de in-
terferencia. Sin embargo, cada foton individual llega a un
lugar bien definido de la pantalla: el del fotocatodo donde
fue absorbido.

Si se piensa en el fotobn como un corpusculo, parece 16gico

pantalla pensar que tiene que pasar o por una, o por la otra de las
rendijas, pero en este caso se plantea una paradoja, pues a
Fig. 6.4. Interferencia por dos primera vista parece absurdo que el movimiento del foton
rendijas. mas alla de las rendijas esté influenciado por la presencia
de la rendija por la cual no paso.
La paradoja proviene de suponer que el foton debe pasar por una rendija o por la otra. Tal
afirmacion no tiene sentido a menos que se determine experimentalmente por cual de las dos
rendijas ha pasado. Sin embargo, resulta que esa determinacion es imposible de lograr, sin
destruir el patrén de interferencia.
En efecto, para determinar por cudl rendija pasa el foton habria que poner un detector en cada
rendija. Pero el detector inevitablemente interactia con el foton y altera la trayectoria que de
otra forma seguiria. El principio de incerteza permite demostrar que si el detector tiene sufi-
ciente resolucion espacial como para poder determinar por cudl rendija pasoé el foton, entonces
la perturbacion que produce en el impulso del foton causa una desviacion que destruye el
patrén de interferencia de dos rendijas.
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Supongamos, para concretar, que con nuestro detector determinamos la coordenada y del fo-
ton con una incerteza

Ay << d. (6.56)

con lo cual podemos asegurar por cual rendija paso.

En este proceso de deteccion hay una interaccion que cambia el impulso del foton; de resultas
de ello la componente y del impulso tendra una incerteza Ap,. Para no destruir el patron de
interferencia, Apy debe ser tal que

Apy/ py << 6 (6.57)

donde p, es la componente x del impulso del foton y 6 es el angulo subtendido desde la ren-
dija por la posicion de un maximo y la del minimo adyacente, que vale

0=2l2d (6.58)

Sustituyendo (6.58) en (6.57) obtenemos

Ap, << pil2d = h/2d (6.59)

pues A = h/ p,. Multiplicando ahora las desigualdades (6.56) y (6.59) obtenemos que la con-
dicién que se debe satisfacer para determinar por cual rendija pasa el foton, sin destruir el
patron de interferencia, es

AyAp, <<h/2 (6.60)

Pero esta condicidn viola el principio de incerteza. Por lo tanto no podemos saber por cudl
rendija paso el foton y al mismo tiempo ver la figura de interferencia. Esto significa que el
problema que nos preocupa es ilusorio.

Veremos luego otros ejemplos en que el principio de incerteza ayuda a resolver conflictos
aparentes entre los aspectos ondulatorios y corpusculares de un ente.
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